
1 
 

三維空間球殼上的運動 

一個粒子在三維空間中的動能 operator 以球座標可寫成  
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當粒子被限制在一球殼上運動時，r 為定值；若系統並無位能，則薛丁格方程式可簡化

為  
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我們設 

( ) ( ) ( )φφθ ΦΘ=  , θψ           (3) 

由 (2) 式，求能量的 eigenvalues 和 eigenfunctions 就等於求角動量平方的 eigenvalue
和 eigenfunctions。 

ψψ cL =2ˆ             (4) 

由 (1), (2), (3) 我們得到： 

ΘΦ=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Θ

∂
∂

∂
∂Φ

+Φ
∂

∂Θ
− c

θ
θ

θθφθ
sin

sinsin 2

2

2
2h    (5) 

二側同除 ΘΦ  
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上式若要成立，第一項必須為一負的常數 
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(7) 式與二維空間圓周運動能量(或 z 軸角動量)的 eigenfunction 是一樣的，m 必須是整

數 (0, ±1, ±2, …) 才合理。 
 
將 (7) 式代入 (5) 式： 
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令 θcos=w            (10) 
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利用 chain rule 的代換，(9) 式可改寫成 
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令 

)()1()( 2/2 wHwwG m−=         (13) 

 
將 G, G’, G” 帶入(12)式 
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接下來我們使用多項式解法來求 H 
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將 H,H’,H” 帶入(14)式 
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讓各項係數為零，我們得到係數間的關係要滿足： 

jj a
jj

cmjmj
a

)2)(1(
/)1)(( 2

2 ++
−+++

=+
h

              (17) 

 
(15)-(17) 是所代表的無窮多項式並不是合理的波函數，但在某些 c 值下，(16)可以變成

有限項的多項式。 
 
若要(16)式在第 k 項以後為零 
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令  
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Lh 2, 1, 0,   =+= lllc ,)1( 2
        (20) 

ψψ 22 )1(ˆ h+= llL            (21) 

因此，角動量的平方是量子化的，而波函數可以寫成： 
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通常也稱為 spherical harmonics 
 
由 (19), m = −l, −l +1,…, l − 1, l        (23) 
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(23), (24) 分別代表 k 為偶數或奇數時 )(θΘ 的解。 
 
l = 0 時，m = 0, )(θΘ 為一常數，normalized wavefunction 是： 
 

2
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l = 1 時，m = 0, ±1： 
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l = 2 時，m = 0, ±1, ±2： 
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因為  
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由 (7), (32) 我們可以得到 
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m 的物理意義為 z-component angular momentum 
 
三維空間球殼上運動，或雙原子分子的旋轉能量的 eigenvalues 為： 
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其中 I = μ r2 為轉動慣量。 
 
依此能階公式，雙原子分子的鍵長可以很容易由微波光譜的譜線求得。 
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